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 1 حمید ناصر

 دایره 

 به فاصله ثابت اند، نقطه ثابت مرکز و فاصله ثابت شعاع اند.نقاطی از صفحه که از یک نقطه ثابت  تعریف دایره :

  درجه: 𝛼روش  محاسبه طول کمان  

  درجه: 𝛼روش  محاسبه مساحت قطاع  

 واحد؟  0از دایره ای به شعاع   ˚30بیشتر است یا طول کمان 03𝜋از دایره ای به مساحت   ˚00طول کمان  :1مثال

 

 

8𝜋برابر با  𝐴𝐵در شکل مقابل طول کمان  :2مثال
0

𝑂̂   اند. اگر زاویه  1و شعاع دایره کوچک   = باشد، ° 120

 مساحت هاشور چیست؟

 

 زاویه در دایره1
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 2 حمید ناصر

 هر بار مقدار مجهول رابیابید.:0مثال

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 است؟  ⏜𝐸𝐷𝐶 واحد است.اندازه کمان 0 کل زیر شعاع دایرهدر ش:4مثال

120(4        100(0        00(2       80(1 

 

 

 

⏜DMBاست. کمان   𝐴𝐵برابر وتر  𝐴𝐶در شکل مقابل مماس:5مثال =  چیست؟  𝐶̂است.   ˚222
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 0 حمید ناصر

 چند درجه است؟𝐴 یه بر دایره مماس اند. اندازه زاو 𝐵و   𝐶درشکل اضلاع زاویه های:3مثال

 

 

 

 

 را  به دست آورید؟ 𝐶𝐷، اندازه کمان    𝐶𝐷||𝐴𝐵در دایره رسم شده شکل مقابل:7مثال 

 

 

 

 

 و بالعکس. دو وتر موازی، کمان های مساوی جدا می کنندنکته کوچولو: 

 

 

 

 

𝐸𝑥8: 𝐸𝐹 = 110˚ , 𝐶𝐷 = 40˚, 𝐴𝐵 = 30˚ , 𝐹𝐶𝐷̂ =? 
 

 

𝛽زوایه،  𝐴𝐵||𝐶𝐷 ، برابر شعاع دایره است و𝐴𝐵 شکل روبه رو وتردر:8مثال = 2𝛼     و𝐶𝑋  مماس بر

 ؟چند درجه است   𝐵𝐷 دایره است . کمان

75(2              70(1              30 (2              50(1 
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 4 حمید ناصر

= 𝐸𝐶 اندازه کمان های و 𝐴𝐵||𝐸𝐹  زیر،درشکل :0مثال 80 °, 𝐴𝐸 = = 𝐹𝐷و  ° 150 است. اگر  ° 100

𝐵𝑀̂𝐸زوایه =  چند درجه است؟  𝐴𝐵̂𝐷باشد، اندازه زاویه   ° 20

 

 

 در دایرهپاره خط  طول2
 الف( فیثاغورث:

 شعاع عمود بر وتر = شعاع منصف وتر = شعاع منصف کمانتذکر : 

 

 نکته :

−−−است. نظیر کمان − −− وتر به طول−−

−−−است. نظیر کمان − −− وتر به طول−−

−−−است. نظیر کمان − −− وتر به طول−−
}
 
 

 
 

 

 

  ب( روابط طولی تشابهی :

 

 

 

:𝑚𝑖𝑛کمترین و بیشترین فاصله نقطه تا دایره نکته :  |𝑅 − 𝑂𝐴|      ,      𝑚𝑎𝑥: 𝑅 + 𝑂𝐴    ∶  

 باداشتن کمترین و بیشترین فاصله ، قطر را داریم. کر :تذ
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 5 حمید ناصر

 ، چه فاصله ای تا مرکز دایره دارد؟  25𝜋  دایره ای به مساحتدر   4وتر به طول  :10مثال

 

 

 

 

5مرکز دایره ای به شعاع   :11مثال
2

واحد است.نزدیک ترین راس مربع تا نقطه   2، راس مربعی به ضلع   

 تماس چه فاصله ای دارد؟ 

0.8(2              0.75(1              1 (2              0.5(1 

 

 

 

 

 چیست؟  𝐶(𝑂,5)  در دایره  3وسط وترهایی به طول   مکان هندسی:12لمثا

 

 

 

 

                                                                                                                                                                        از دایره بزرگتر برهم عمودند.                                                                                                  𝐶𝐷و   𝐴𝐵 دو دایره برهم مماس و دو قطر درشکل مقابل،:10مثال

𝐴𝑀اگر = 𝑁𝐷و      13 =  ، شعاع دو دایره را پیدا کنید.   10
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 3 حمید ناصر

در دایره بزرگتر مماس بردایره   8  چند وتر به طولمماس داخل اند.،  5و  1ع هایدو دایره به شعا:14مثال

 کوچکتر وجود دارند؟

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑃𝐴است، اگر    𝑃  ،8تا نقطه   5له نقاط دایره ای به شعاع  کمترین فاص:10مثال − 𝐴𝐵 =   𝐴𝐵باشد،   2

 چیست؟

 

 

 

 

قرار دارد  𝐴𝐵در امتداد    𝐶است.نقطه   𝐴𝐵   ،2فاصله مرکز تا وتر واحد،    12 در دایره ای به قطر :20مثال
𝐶𝐵که   به صورتی  =  چیست؟  𝐶است. طول مماس وارد بر دایره از نقطه  2√2
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 7 حمید ناصر

 عمودمنصف هر ضلع مثلث و نیمساز وارد بر آن ضلع، یکدیگر را روی دایره محیطی مثلث قطع می کنند. نکته : 

 

 

𝐴̂ اگر:21مثال = 𝑀𝐵̂𝐶 باشند، مقدار   𝐵𝐶 تقاطع نیمساز و عمود منصف وارد برضلع   𝑀و نقطه     ˚80

 چیست؟

 

 

 

 

 𝑨 کوتاه ترین و بلندترین وتر گذرا از نقطه 

  بلندترین وترگذرا از نقطه𝐴  .قطر است :    

  کوتاه ترین وترگذرا از نقطه𝐴  وتری که در نقطه :𝐴  نقطه وسط آن است ، که برای یافتن کوتاه ترین وتر، می توان  به قطر عمود است یا

 استفاده کرد.                                 از روابط طولی داخل دایره و یا چرتکه ی

 

 گذرا از نقطه :  𝑳تعداد وتر به طول   

 ر از کمترینکمت برابر کمترین بین کمترین و بیشترین برابر بیشترین بیش تر از بیشترین طول وتر

 0 1 2 1 0 تعداد وتر

 

 

چه    𝑀نقطه  کوتاه ترین وتر گذرا از .تا دایره است  8،   2به کمترین و بیشترین فواصل     𝑀 نقطه:22مثال 

 طولی دارد؟
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 8 حمید ناصر

 ، تقسیم می کند  4به    1قرار دارد که آن را به نسبت    10به صورتی روی وتر به طول     𝐴 نقطه :20مثال

 چه طولی دارد؟   𝐴ه ترین وتر گذرا از نقطه  کوتا

 

 

 

 می گذرد؟   𝐴از  2چند وتر به طو  .از مرکز است  1 به طول 𝐴 نقطه    8𝜋 به محیطای دایره  در:24مثال

 

 

 

 طول و زاویه بین مماس ها 
 

 روش ب :                                                                                                             روش الف :                      

 

 

 

 

 
 

رسم کردیم، طول  و زاویه بین دو مماس و   0𝜋بر دایره ای به مساحت   1 مماس هایی به طول:25مثال

 تا دایره را بیابید. هکمترین و بیشترین  فاصله نقط
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 0 حمید ناصر

ماس خارج اند. طول مماس مرسوم از مرکز دایره کوچک وارد بر دایره م    2،   5 دو دایره به شعاع  :32مثال

 بزرگ چیست؟

 

 

 

′𝑂𝑂و     𝐶(𝑂,2)   ، 𝐶′(𝑂′,0) دو دایره  :72مثال =  مفروضند.   3

 چه طولی دارد؟ 𝐶از نقاط روی  ′𝐶الف( بلندترین مماس  وارد بر 

 طولی دارد؟چه  ′𝐶از نقاط روی  𝐶بر  داس وارب( کوتاه ترین مم

 

 

 

  نکات تکراری :

,𝐶(𝑂باهم بر دایره      ˚00( مکان هندسی نقاطی که دو مماس با زاویه 1 𝑅)    رسم می شود، دایره𝐶′(𝑂,2𝑅) .است 

,𝐶(𝑂باهم بر دایره      ˚00( مکان هندسی نقاطی که دو مماس با زاویه 2 𝑅)    رسم می شود، دایره𝐶′(𝑂, 𝑅√2) .است 

,𝐶(𝑂باهم بر دایره      ˚120کان هندسی نقاطی که دو مماس با زاویه ( م3 𝑅)    رسم می شود، دایره𝐶′(𝑂,
2

√3
𝑅) .است 

 

                                                                       منیژه:
(𝑰
(𝑰𝑰
(𝑰𝑰𝑰
} 

 

رسم کردیم.سطح محصور بین دو  2باهم بر دایره ای به شعاع     ˚30مماس هایی  با زاویه  𝐴  از نقطه:27مثال

 مماس و دایره چیست؟
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 10 حمید ناصر

′𝑂𝑂و    𝐶(𝑂,4)  ، 𝐶′(𝑂′,1) دو دایره: 28مثال =   ˚30را با زاویه   𝐶′  ،𝐶مفروضند.چند نقطه روی    0

 می بینند؟

 

 

 

 بر دایره مماس است. اگر 𝐴𝐶  درشکل زیر پاره خط: 20مثال
𝐴𝐶

𝐵𝐶
=  آنگاه نسبت باشد،  0√

𝐷𝐵

𝐵𝐶
، کدام  

 است؟

0(2              2(1              √0 (2              √2(1 

 

 

 

 رسم شده است.بیابید: 0 بر دایره ای به شعاع      4  مماس هایی به طول:00مثال

 

 الف(کمترین و بیشترین فاصله  نقطه تا دایره

 

 ه تماسب(فاصله دو نقط

 

 ج( فاصله مرکز تا  خط واصل دو نقطه  تماس

 

 تا  خط واصل دو نقطه تماس 𝐴د(فاصله نقطه 
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 11 حمید ناصر

  در دو شکل زیر بیابید::01مثال

 

…الف( تمام طول ها را , 𝑇𝑇′, 𝑇𝐻, 𝐴𝑇, 𝑅, 𝑂𝐴, 𝐴𝐻  

 

 

 ب( کمترین و بیشترین فاصله نقطه تا دایره
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 12 حمید ناصر

 دوایر محیطی و محاطی

 

 دایره محیطی )شکل محاطی( :

 شکل روی دایره اند. رئوس تعریف : 

 رسی عمود منصف ها(به فاصله برابر است ) همرئوس  مرکز : مرکز از 

𝐴̂ مقابل مکمل اند.  رئوسضلعی محاطی:  چهارویژگی   + 𝐶̂ = 𝐵̂ + 𝐷̂   

 ساقین، مربع  و  مستطیل همیشه محاطی اند)چون ویژگی راسی دارند(. شاید محیطی هم باشند!!!ذوزنقه متساوی النکته :

 

 

 دایره محاطی )شکل محیطی ( :

 شکل مماس بر دایره اند. اضلاع تعریف : 

 رسی نیمساز ها(به فاصله برابر است ) هماضلاع  مرکز : مرکز از 

  ت.مقابل ثابت اس  اضلاعضلعی:جمع   چهارویژگی 

 لوزی، مربع  و کایت همیشه محیطی اند.شاید محاطی هم باشند!!!نکته :

 

𝑹شعاع هر دایره محاطی : نکته :  =
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 10 حمید ناصر

𝐷̂اگر  ، 𝐴𝐵𝐶𝐷 در چهارضلعی محاطی:01مثال = 100˚, 𝐴̂ = 𝐵̂باشند ،    ˚80 − 𝐶̂  چیست؟ 

 

 

 

 

  

 ای محیط است. محیط ذوزنقه چیست؟بر دایره    4  ذوزنقه متساوی الساقینی به ساق:02مثال

 

 

 

 

 بر دایره ای محیط است. مساحت ذوزنقه چیست؟   4 و  2 ذوزنقه متساوی الساقینی به قاعده های :02مثال

 

 

 

 

  نکته :
 

بریک  دایره  محیط است. نزدیک ترین راس    8 و ساق   2ذوزنقه متساوی الساقینی با قاعده کوچک :00مثال

 تا دایره چه فاصله ای دارد؟

 

 

 

𝐴𝐵𝐶𝐷   ،𝐶𝐷 اگر در چهارضلعی محیطی:07مثال = 4, 𝐴𝐵 = باشند، مساحت  چهارضلعی    0و شعاع     8

𝐴𝐵𝐶𝐷 است ؟ 

 

 

 



 

 

 14 حمید ناصر

 دایره محیط و محاط برای مثلث 

 یک دایره است. هر سه ضلع به چه طول هایی تقسیم می محیط بر  3و     4،   0 مثلثی به اضلاع  :08مثال

 شوند؟

 

 

 

 محیط مثلث چه تغییری می کند؟ 𝑀 درشکل مقابل با تغییر نقطه تماس:08تمرین

 

 

 

 

 

 جمع بندی :

………… 1)تکه هایی که دایره محاطی داخلی روی هر ضلع ایجاد می کند

………… 1)تکه هایی که دایره محاطی خارجی روی هر ضلع ایجاد می کند

……………… 1)مماس مشترک داخلی دو دایره محاطی داخلی و خارجی

……………… 1)مماس مشترک خارجی دو دایره محاطی داخلی و خارجی
}
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
 

 

دایره محاطی خارجی مماس برهرضلع ، ضلع را به چه طول هایی   5و    4،    7 در مثلثی به اضلاع:00مثال

 تقسیم می کند؟
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𝑁 

𝐷 

3 

6 

4 
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𝐴𝐵 قابلدرشکل م :40مثال = 5, 𝐴𝐶 = 3, 𝐵𝐶 =   اند.بیابید:  7

    𝐵𝐸الف( 
 𝐶𝐹ب( 

 ج(  طول مماس مشترک داخلی و خارجی دو دایره
 

 

 

 دوایر محاطی خارجی مثلث

𝑅 وابط :      ر
محاطی
=
𝑆

𝑃
  ,

𝑅𝑎 =
𝑆

𝑃−𝑎

𝑅𝑏 =
𝑆

𝑃−𝑏

𝑅𝑐 =
𝑆

𝑃−𝑐

   ,    {

1
𝑅𝑎
+

1
𝑅𝑏
+

1
𝑅𝑐
=

1
𝑅

1
ℎ𝑎
+

1
ℎ𝑏
+

1
ℎ𝑐
=

1
𝑅

 

 

 

 نتیجه :

 

 مجموع معکوس ارتفاع ها ، شعاع تمام دوایر محاطی را بیابید.  5و    4،     0 درمثلثی به اضلاع  :41مثال

 چیست؟

 

 

 

1 در مثلثی با سه ارتفاع :42مثال
2

     ،1
0

1و     
4

ایره محاطی داخلی  چیست؟  معکوس شعاع های دوایر ، شعاع د  

 محاطی خارجی چیست؟
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 روش خط بازی

 

 

 

 

 

بر دایره ای محیط است. شش ضلعی منتطم محاط در دایره چه مساحتی   13 مربعی به مساحت :40مثال

 دارد؟

 

 

 

 

 چیست؟ 18 سطح بین دو  دایره محیط و محاط بر مثلث متساوی الاضلاعی به محیط:44مثال

 

 

 

 

 

 محاط در دایره است . محیط دایره چیست؟  2و    5√،    0 مثلثی به اضلاع   :45مثال

 

 

 



 

 

 17 حمید ناصر

چیست؟  فاصله دو نقطه تماس دایره و دوضلع   5و    4،    0 شعاع دایره محاط در مثلثی به اضلاع :43مثال

 کوچک چیست؟

 

 

 

 چیست؟ باشد، شعاع دایره   2 اگر شعاع ربع دایره :47مثال

 

 

 

 هستند، طول و سطح محصور تسمه بر دوایر چیست؟   2 هر دو دایره به شعاع :48مثال

 

 

 

 

 است، بیابید؟   2 شعاع تمام دوایر  :40مثال

 الف( طول تسمه دور دایره ها

 ب( سطح محصور بین دایره ها

 ج( شعاع دایره بین دایره ها و مماس با آنها

 

 

 

 

① ② 
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 :و محاطی(ضلعی محیطی  𝒏نکته )

 وضعیت دو دایره 

𝟎                   𝑹 − 𝒓                   𝑹 + 𝒓 

 

𝑒𝑥50: 𝑅 = 4, 𝑟 = 1, 𝑑 = 2 → 𝑟 =? 

 

یک مماس مشترک داشته باشند. کوچکترین دایره گذرا از مرکز دایره  5و  2دوایری به شعاع  اگر:51مثال

 بزرگ و مماس بر دایرهرکوچک چه شعاعی دارد؟

 

 

 اس مشترکمم

 

 

 

 

 

① ② ③ ④ 

{
𝑇𝑇′ =  𝑑2 − (𝑅 − 𝑟)2

 
     

sin
𝛼

2 =
𝑅 − 𝑟

𝑑
                     

 {
𝑇𝑇′ =  𝑑2 − (𝑅 + 𝑟)2

 
     

sin
𝛼

2 =
𝑅 + 𝑟

𝑑
                     

 ی(خارج) )داخلی( 
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𝑟 اگر  :52مثال = 0, 𝑅 = 𝑑و    4 =  باشند، طول و زاویه بین دو مماس مشترک چیست؟ 2

 

 

 

است. مماس   12، بیشترین فاصله بین نقاط دو دایره      2و    0 برای دو دایره متخارج به شعاع های :05مثال

 مشترک چه طولی دارد؟

 

 

 

 

است. کمترین فاصله بین نقاط     00√0،  11, 0 به شعاع های طول مماس مشترک خارجی دو دایره:45مثال

 دو دایره چیست؟  

 

 

 

باشند ،  7√0و    15√و مماس مشترک داخلی و خارجی به ترتیب     8 اگر خط المرکزین دو دایره:55مثال

 شعاع  های دو دایره را بیابید.

 

 

 

 است، خط المرکزین کدام است؟   ˚30 ک ها زاویه بین مماس مشتر در دو دایره متقاطع:35مثال

1) 2(𝑅 − 𝑟)       2) √2(𝑅 − 𝑟)         0) 𝑅 + 𝑟            4) 2(𝑅 + 𝑟)                          
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مفروضند . اگر زاویه بین مماس مشترک داخل و خط  22.5, 7.5دو دایره متخارج به شعاع های  :75مثال

 ل خط المرکزین چیست؟باشد ، طو    ˚00المرکزین  

 

 

 

 

′𝑂𝑂برابر     ′𝑂𝑂متقاطع اند . فاصله نقطه تلاقی دو دایره تا وسط    0, 4 دو دایره به شعاع های :85مثال

2
 است. 

 مماس مشترک چه طولی دارد؟

 

 

 

 

                                                                                                                                                                                                                                                                   حالت خاص ) دو کلاغ (    

 

 

𝑅 دو دایره به شعاع های :50مثال = 0 , 𝑟 =  مشترک چه طولی دارد؟مماس اند .مماس   4

 

 

, 𝐶′(𝑂′,8) دو دایره: 30مثال 𝐶(𝑂,2)   و𝑂𝑂′ =   چیست؟   ′𝑇𝑂𝑂′𝑇مفروضند . مساحت   10

(𝑇′, 𝑇  )نقطه تماس مماس مشترک با هر دایره 

 

 

 

𝐸 

𝐹 
𝐺 
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 باشند، بیابید:   4و   1 دو دایره رو به رو  اگر شعاع های :31ثالم

𝐼)𝑇𝑇′          𝐼𝐼)𝑀𝑇          𝐼𝐼𝐼)𝑀𝐸          𝐼𝑉)𝑀𝑁          𝑉)𝐸𝑇2 + 𝐸𝑇′2  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 یافتن نقطه همرسی دو مماس مشترک : نکته

 

 

 

 

رسی دو مماس مشترک تا مرکز دایره مماس خارج اند . نقطه هم  1, 2 دو دایره به شعاع های  :32مثال

 کوچک چه فاصله ای دارد؟

 

 

 

 

𝑅در دو دایره  :03مثال = 0 , 𝑟 = ′𝑂𝑂و     2 = مماس مشترک داخلی ، خط المرکزین را به چه اند .  10

 ؟طول هایی قسمت می کند

 

 

 

 

𝑁 

𝑇′ 

𝐸 

𝑇 𝑀 
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 مسائل چند دایره ای نکته : 

 

 

 مماس مشترک داشته باشند دو راهکار کلی داریم : 2اگر قرار باشد 

 ( حل با زاویه2 ناصر تالس                                        (1
 

 

  حالت خاص :

 

′𝑂𝑂 اگر  :34مثال = 7 , 𝑅0 = 3 , 𝑅2 = 2 , 𝑅1 = را  "𝑂𝑂و دو خط بر هر سه دایره مماس باشند، 1

 بیابید.

 

 

 

"𝑂′𝑂  در شکل مقابل  اگر: 35مثال = ′𝑂𝑂 و10 = دو خط  خط بر هر سه دایره مماس است؟ دباشند، چن4

 را بیابید. "𝑂𝑂مماس باشند، بر هر سه دایره 

     

 

 

 

                                                                                                                                                                                        

𝑅1اگر  :33مثال = 𝑅1و  1 =  چیست؟ 𝑅4باشند،  4

 

𝐴 

𝑂 𝑂" 𝑂′ 

𝑂 𝑂" 𝑂′ 

𝑅1 = 1 𝑅2 = 2 
𝑅3 = 4 


