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  مثلثات مثلثات 

 زوایا:  یزوایا و اندازه 

خط را به عنوان ضلع ابتدایی شود که یک نیمخط که رأس مشترک دارند، ایجاد میی دو نیمی مختصات یک زاویه به وسیلهدر صفحه

 گیریم.باشد در نظر میخط میخط دوم است و دیگری را ضلع انتهایی که مکان انتهایی نیمکه مکان شروع حرکت نیم

 شود.ی مقدار و جهت چرخش از ضلع ابتدایی به ضلع انتهایی تعیین میزاویه به وسیله یک

های ساعت باشد، زاویه با یک مقدار منفی و اگر خلاف جهت خط دوم از مکان شروع در جهت حرکت عقربهاگر تغییر مکان نیم

 شود.های ساعت باشد با یک مقدار مثبت مشخص میحرکت عقربه

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 را روی نمودار مشخص کنید؟ −150و  405، 210، 60های مثال: زاویه 

 :حل 

 

 

 

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 حد دیگری برای زاویه: ا و 

برسد، مسافت طی شده توسط  Bای به شعاع واحد در جهت مثبت حرکت کند و به مکان روی دایره Aی اگر متحرکی از نقطه

 نامند.برحسب رادیان می Oحول  OAخط ی دوران پارهی زاویهمتحرک را اندازه

 دهیم.منفی نشان می اگر در جهت منفی حرکت کنیم همین مسافت طی شده را با علامت

 

 

 

2، برابر Rدانیم محیط یک دایره به شعاع چون می R ی است، لذا اگر ما کمانی از دایره به اندازه  را طی کنیم، مسافت طی شده

Lتوسط متحرک یا همان طول کمان برابر است با:  R=   دقت کنید در این رابطه( ).حتماً باید با واحد رادیان بیان شود 

توان رادیان است، لذا می 2ای به شعاع واحد و مرکز مبدأ( محیط این دایره برابر ه مثلثاتی را در نظر بگیریم )دایرهرحال اگر دای

 واحدهای درجه و رادیان را به صورت زیر بهم تبدیل نمود:

  درجه           رادیان                                                                                                                          

22 360
360 1801

x
x

  
→ = =



 

درجه برابر  1یعنی 
180
 توان گفت:رادیان است در حالت کلی می 

180 180
R D

R D
 


= → =


 

   درجه      رادیان    

 

A

B

O

30

150−

60

30

210

45

405
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  :در کدام ربع است ؟رادیان  -7ی زاویهانتهای کمان مثال 

:حل 

 

 

 

  قرار داشته  3های ساعت روی کابین ت در جهت خلاف عقربهککابین داشته باشد و در آغاز حر 40مثال: اگر چرخ و فلکی

47باشیم، پس از 
10
 گیریم؟رادیان دوران در موقعیت کدام کابین قرار می 

  :حل 
 

 

 

 

 

 

  :10های در شکل مقابل، یک تسمه دو قرقره به شعاعمثالcm  2و 5/ cm  را به هم وصل کرده است. بررسی کنید که وقتی

تر ی بزرگقرقره

2
تر چند رادیان ی کوچکگیرد( قرقرهقرار می Pدر موقعیت  Pی چرخد )یعنی نقطهیرادیان م 

3چرخد. )می 14rad / rad) ) 

  :حل 

 

 

 

 

 

  :ی زمین کیلومتر است. اگر شعاع کره 2512النهار قرار دارند ی زمین که روی یک نصفی دو نقطه روی کرهفاصلهمثال

کمان چند درجه است؟  نی مرکزی رو به ایکیلومتر باشد زاویه 6400تقریباً  3 14( / ) 

 :حل 
B

A

6400
 2512
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 :ای به مساحت مطابق شکل زیر، در دایره مثال ،ˆAOB = 120  وOH  عمودمنصفAD  است. اختلاف محیط مثلث

AOH شده کدام است؟ زدهو محیط قسمت سایه 

:حل 

 

 

 

 

 

 
 

 

  :ی مخروط ی یک مخروط در زیر داده شده است. شعاع قاعدهردهستشکل فضایی و نیز شکل گ مثال= 6r cm  و ارتفاع آن

= 8h cm ی این مخروط چند رادیان است؟ مساحت این گستردۀ ی قطاع حاصل از شکل گستردهباشد. اندازه زاویهمی

 جانبی چقدر است ؟

 

 

 

 

 :حل 

A

C

D

B

•
O

H

= 6r cm

= 8h cm
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 :   سینوس و کسینوس یک زاویه 

نامند. همچنین نسبت ضلع مجاور به یک زاویه به وتر الزاویه سینوس آن زاویه میمثلث قائمر نسبت ضلع مقابل یک زاویه به وتر را د

 نامند.الزاویه کسینوس آن زاویه میرا در مثلث قائم

2 2

a a
Sin

c
a b

 = =

+

 

2 2

b b
Cos

c
a b

 = =

+

 

f(x)ی تابع دامنه Sinx=  وf(x) Cos x=  است.برابر 

2چون همواره  2
| a | a b 2و  + 2

| b | a b |1است، لذا  + Sinx |  1و| Cos x | :پس 
1 1
1 1

Sin x

Cos x

−  

−  
 

 

 :  تانژانت و کتانژانت یک زاویه

 الزاویه، به عبارت دیگر داریم:ت یک زاویه عبارتست از نسبت ضلع مقابل به ضلع مجاور در مثلث قائمانبنابر تعریف تانژ
a

a Sin xctan x
bb Cos x

c

= = = 

2ی تابع تانژانت دامنه 1
2

D {( k ) | k }


= − +  .است 

 ها است. xی بین آن خط و جهت مثبت محور توان گفت شیب یک خط، تانژانت زاویهنکته: در واقع می

 الزاویه، به عبارت دیگر داریم:بت ضلع مجاور به ضلع مقابل در مثلث قائمنسبنابر تعریف کتانژانت یک زاویه عبارتست از 
Cos x b

Cot x
Sin x a

= = 

Dی تابع کتانژانت دامنه [k | k }= −   .است 

لذا برای 
2

k
x


  :1داریم

tan x
Cot x

1tanیا  = x. Cot x = 

 

 سینوس و کسینوس و تانژانت و کتانژانت زوایای مهم: 

360 270 180 90 60 45 30 0  

0 1- 0 1 3
2

 
2

2
 

1
2

 0 Sin x 

1 0 1- 0 1
2

 2
2

 
3

2
 1 Cos x 

3 1 3 تعریف نشده 0 تعریف نشده 0
3

 0 tan x 

3 0 تعریف نشده 0 تعریف نشده
3

Cot نشدهف تعری 3 1  x 

 

c a



b

c a



b
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 ای مختلف: هعلامت توابع مثلثاتی در ربع 

 ربع اول                               ربع دوم                                                     
 

 

 

 

 

 

 

 

 ربع سوم                                 ربع چهارم                                                       

 

 مثلثاتی:  ی نمایش هندسی توابع مثلثاتی روی دایره 
ی مثلثاتی( را داشته باشیم، توابع و مرکز مبدأ )دایره 1ای به شعاع اگر دایره

 توان روی این دایره نمایش داد.مثلثاتی را می

 

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 تیپ اول : 

  :ی الزاویهمثلث قائممثالABC  اگر= 90A  وtanB =
2
3

 چه عددی است؟ CosCمقدار   

 :حل 

 

 

  :ی مقابل الزاویهدر مثلث قائممثالx, y ,z کدام است؟ 

 :حل 

 

 

 

  :ی مثلثاتی اگر در دایرهمثال = 30ی ، اندازهMN چقدر است؟ 

 :حل 

 

 

 

zx

y
6 3

30

BA

C

M N
••



0
0

0
0

Sin x

Cos x

tan x

Cot x









0
0

0
0

Sin x

Cos x

tan x

Cot x









0
0

0
0

Sin x

Cos x

tan x

Cot x









0
0

0
0

Sin x

Cos x

tan x

Cot x









tan 

Cos


Sin

Cot
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  :در شکل مقابل مثال =
3
5

Sin  و =
1
2

Cot  مقدارx کدام است؟ 

 :حل 

 

 

 

 

 

:5در شکل زیر، فرض کنید  مثال
13

SinC 9CHو  =  ، کدام است؟AH، اندازۀ ارتفاع =

:حل 

 

 

 

 

  :2شخصی با قد مثالm ی کند. در این حالت بالای برجی را با زاویهبه بالای برجی نگاه می45 10گر بیند، امیm  عقب

 بیند. ارتفاع برج چه عددی است؟می 30ی برود بالای برج را با زاویه

 :حل 

 

 

 

 

 

 

 

 

:ی رویت انتها و ابتدای ای قرار دارد، ایستاده است. زاویهمتر از پای ستونی که بر روی آن مجسمه 35ی ناظری به فاصله مثال

40ت؟ اس درجه است. ارتفاع مجسمه کدام 40و  45مجسمه با سطح افق  0 8(tan / ) =  

:حل 

 

 

 

 

 

z



x


4

2m 2
3045

C

A

BH



 
 

 

 

8 

 ایزدپناهاستاد  | ۱۴۰۴ استارتورة رید |ای مرتبطهن و پایهحسابا

 

 :دوم تیپ

 :1خط مقابل از نقطه  مثال

2
 کند؟ها را با کدام طول قطع میگذرد. این خط محور طولمی 

 :حل  

 

 

 

 ی مثال: نقطه( , )1 2ی را به اندازه 0
3
 م است؟کدای حاصل دهیم. مختصات نقطهدر جهت مثلثاتی دوران می 

 :حل 

 

 

 

 

  :است، چه عددی است؟  54و یکی از زوایای آن  5و  3ی آن الساقین که دو قاعدهمتساوی مساحت ذوزنقه مثال

54 0 6(Cos / )= 
 :حل 

 

 

 
 :   سوم تیپ  

  :اگر مثال+  0Sinx SinxCosx  وtanx Cotx+  0  ،x ی مثلثاتی واقع است؟در کدام ناحیه 

 :حل 

 

 

 

 

  :اگر مثال
2

1 1 Sin
tan

CosCos

+ 
−  =



1Sinو  

Cos Cot


= −

 
 در کدام ناحیۀ مثلثاتی است؟  باشد، انتهای کمان  

 :حل 

3

5
5454

60

1

Cos
P

Sin
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 ای مثلثاتی مختلف با هم: هروابط توابع مثلثاتی در کمان 
 

2
Sin( ) Cos


+ =  

2
Cos( ) Sin


+ = −  

2
tan( ) Cot


+ = −  

2
Cot( ) tan


+ = −  

2
Sin( ) Cos


−  =  

2
Cos( ) Sin


−  =  

2
tan( ) Cot


−  =  

2
Cot( ) tan


−  =  

Sin( ) Sin+  = −  

Cos( ) Cos+  = −  

tan( ) tan tan (k ) tan+ =  → + =  
Cot( ) Cot Cot (k ) Cot+ =  → + =  

Sin( ) Sin− =  

Cos( ) Cos− = −  

tan( ) tan− = −  
Cot( ) Cot− = −  

3
2

Sin( ) Cos

+  = −  

3
2

Cos( ) Sin

+  =  

3
2

tan( ) Cot

+  = −  

3
2

Cot( ) tan

+  = −  

3
2

Sin( ) Cos

−  = −  

3
2

Cos( ) Sin

−  = −  

3
2

tan( ) Cot

−  =  

3
2

Cot( ) tan

−  =  

2 2Sin( ) Sin Sin ( k ) Sin+ =  → + =  

2 2Cos( ) Cos Cos ( k ) Cos+ =  → + =  

2 2tan( ) tan tan ( k ) tan+ =  → + =  
2 2Cot( ) Cot Cot ( k ) Cot+ =  → + =  

2Sin( ) Sin− = −  

2Cos( ) Cos− =  

2tan( ) tan− = −  
2Cot( ) Cot− = −  

 یپ اول : ت

:285حاصل عبارت  مثال 165 1095 255tan( )tan( ) Sin( )Cos( )−  ، کدام است؟ )اعداد داده شده برحسب درجه هستند.(−

:حل 

 

 

 

 

 :285حاصل عبارت مثال 255
525 105

Cos Sin

Sin Sin

 − 

 − 
15، با فرض  0 28tan /  ، کدام است؟=

:حل 
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 :250حاصل عبارت مثال 700
560 110

Sin Sin

Cos Cos

 + 

 − 
20، با فرض  0 4tan /  ، کدام است؟=

:حل 

 

 

 

 

  :حاصل عبارت مثال − 

 − 

3 248 2 158
202 292

Cos( ) Sin( )

Sin( ) Cos( )
 کدام است؟  

 1 )0 5/ 2 )/−0 5 3 )−2 5/ 4 )2 5/ 

 :حل 

 

 

 

 

 

 

 :   دومتیپ 

  :حاصل عبارت مثالSin( )Cos( ) tan( )Sin( )
 −   − 

+
17 17 19 11

3 6 4 6
 ، کدام است؟ 

 :حل 

 

 

 

 

 

 

  :اگرمثالtan =
4
3

)Sinدر ربع سوم باشد،حاصل عبارت وانتهای کمان   )Cos( ) tan( )
  
+  − − −

9 7 3
2 2 2

 کدام است؟ 

 :حل 
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  :حاصل مثال   
+ + + +

2 3 20
20 20 20 20

Cos Cos Cos Cos کدام است؟ 

 :حل 

 

 

 

 :   سوم   تیپ 

  :در شکل زیر، مثلث مثالABC الساقین است. مقدار متساویtan  کدام است؟ 

 :حل 

 

 

 

 

 

 

  :در شکل زیر، زاویۀ مثال  مشخص شده است. مقدار
− 

2
tan(  کدام است؟  (

 :حل 

A

B C15

4



x

y



2

1 5/
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 مثلثاتی مهم:   های اتحاد 

k
Sin Cos tan . Cot


+  =   =  2 2 1 1

2
 

tan ( k ) Cot k
Cos Sin


+  =   + +  =   

 

2 2
2 2

1 1
1 2 1 1

2
 

2تذکر: 
Sin   2به معنای

(Sin )  2است و با مقدار
Sin( ) .متفاوت است 

 

 : +روابط

2

2 11 2
1 2 11 4 4 2

2 4

1 2

sin( ) sin cos sin cos

cos( ) cos cos sin sin

tan tan
tan( ) ( k )

tan tan

tan
tan( ) ( k )

tan

sin cos sin( )

sin (sin cos )

   =     

   =    

   
   =     +

 

    
=      +




   =  

  =   

 

 

 : 2روابط

2 2

2 2 2 2 2 2

2

2

2

2 2

1 2 1 2 22
1 22 2 1 1 2 1 2 22
1 2
1 2

22 41
22 2 1 21

12

sin sin cos

cos
sin , cos sin

cos
cos cos sin cos sin cos , cos cos

cos
tan

cos

tan
tan k

tan

tan
sin ( k )

tan

tan
cos

 =  

−   = −  = 

 + 

 =  −  =  − = − →  = +  = 


−   =
+ 

 
 =  

− 

 
 =   +

+ 

−
 =

2

2 2 1 21
2 1 2 2 11 2 2 2

2
2 2

2 2 2

( k )
tan

sin cos
tan ( k )

cos sin

cot tan k
sin

cot tan cot k

 
  +

+ 

 −  
 = =   +

+  


 +  =  




 −  =    

 

 : 3 روابط

    sin sin sin

cos cos cos

 =  − 

 =  − 

3

3

3 3 4

3 4 3
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 تیپ اول : 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :اگر  مثالSin Cos = 2  و انتهای کمان  در ربع سوم مثلثاتی باشد، مقدارCos  کدام است؟ 

:حل 

 
 

 

 

  :2اگر مثال 23 4Sin x aCos x+ 2باشد،  =
Cot x  با کدام مورد برابر است؟ 

 1 )1
4a −

 2 )1
4 a−

 3 )1
3a −

 4 )1
3 a−

 

 :حل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :اگر  مثالtanx Cotx+ = xو  3−   3 4 باشد، حاصل  4
Cos x Sin x+3 3

 کدام است؟  1

:حل 
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 :اگر  مثال(Sinx Cosx)+ =10 6  تواند باشد؟ کدام عدد می tanxباشد، مقدار  5

:حل 

 

 

 

 

 تیپ دوم: 

 :ی کسرشدهسادهمثال( tan )( cot )

sin cos

+  + 

− − 

2 2

2 4
1 1

1
  کدام است؟ 

:حل 

 

 

 

:7اگر  مثال
3

Cos x 2tanو انتهای کمان در ربع چهارم باشد،  = x کدام است؟ 

:حل 

 

 

                       

 

 :حاصل عبارت  مثال)Cos(tan +  کدام است؟ 40120

:حل  

 

 

 

 

 

2: اگر بدانیم مثال 22 2Cos x Cos x Sin x Sin x+ = tanحاصل  + x کدام است؟ 

:حل 
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  :حاصل عبارت مثال
4 2 4 2

2 2
4 4

1 1

Sin Cos Cos Sin

Cos Sin

+  + 
−

+  + 
 کدام است؟  

 :حل 

 

 

 

 

 

 

  :2در شکل زیر، مقدار مثالCos   کدام است؟ 

 :حل 

 

 

 

 

:7حاصل عبارت  مثال 5 97 5 15Sin / Sin / Cos چقدر است؟ 

:حل 

 

 
 

 

 

 

:اگر  مثال 3ی بازهی در ازاویه
2

[ , ]


  12باشد که
13

Sin  = مقدار  −
2

tan
 .را حساب کنید 

:حل 

 
 

 

 

 :1اگر مثال
2 2
x x

tan Cot− 2tanباشد، مقدار  = x کدام است؟ 

:حل 

 



3 1

2
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:5اگر بدانیم  مثالtan x Cotx− 2حاصل  = 2tan x Cot x− کدام است؟ 

:حل 

 

 

 

 

  :اگر مثالcot k=35    باشد، حاصلcos20 کدام است؟ 

 :حل 

 

 

 
 
 
 
 
 

 شکل مقابل شیب خط دایرۀ مثلثاتی  در ال:مثBP کدام است؟ 

 :حل 

 
 

 

 

 

 :شدۀ عبارت ساده مثالSin( ) Cos( )

Cos( ) Sin( )

 + 
+

−  

1
1

 ، کدام است؟ 

:حل 

 

 

 

:2اگر  مثالtan باشد، حاصل  =
21 2

1 2
Sin

Sin

− 

+ 
 کدام است؟ 

:حل 

 

 

 

B 

3
3

x

P
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:2اگر  مثال
2

3
Cosx

Sinx Cosx
=

+
2Cotگاه مقدار آن  x کدام است؟ 

:حل 
 
 
 
 

 

 

 :اگر زاویۀ  مثال  در ناحیۀ سوم مثلثاتی وtan( )
3
4

 ر باشد، مقدا =
Cos( ) Cos( )

Cot( )

2
2

2


 − + + 


 ام است؟کد 

:حل 

 

 

 

 

 

 

 

 :اگر  مثالtan( )
1

2 4


)tanباشد، حاصل  = ) Sin( )

Sin( ) Cos( )

 − 

 − 
 کدام است؟ 

:حل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :اگر انتهای کمان  مثالx  در ربع سوم وSin x

Sin x

−
=

+

1
4

1
xباشد، مقدار صحیح  

tan
2

  کدام است؟ 

:حل 

 

 

 



 
 

 

 

۱8 

 ایزدپناهاستاد  | ۱۴۰۴ استارتورة رید |ای مرتبطهن و پایهحسابا

 

 :اگر  مثالf(x) Cos (x)Cos ( x)Cos ( x)Cos ( x)Cos ( x)= 2 2 2 2 232 2 4 8 fباشد، مقدار  16 ( )


12
 کدام است؟  

:حل 

 

 

 

 

 

 

 

 اگر  ثال:مf( ) Sin( )Cos( ) Sin( )4 2 2 =   +   باشد، مقدارf ( )
41

9
 کدام است؟ 

:حل 

 

 

 

 

 وم: ستیپ  

:16حاصل عبارت  مثال 16 37Sin Cos tan +   کدام است؟ 

:حل 
 

 
 
  

:1اگر  مثال
3

tan(a b)+ 1و  =
2

tan(a b)− 2tanمقدار  = a کدام است؟ 

:حل 
 

 
 

 

:3اگر بدانیم  مثال 4 5Sin Cos+  tanحاصل  =  کدام است؟ 

:حل 
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:3اگر  مثال 3
1

Sin x Cos x

Sinx Cosx
+ 2باشد، حاصل  =

Cos x کدام است؟ 

:حل 
 

 

 

 

 

 
:اند، حاصل بع یکسان کنار هم قرار گرفتهسه مر لدر شکل مقاب مثال+ کدام است؟ 

:حل 

 

 

 

 

 

 :اگر  مثال
5
3

=Sin  و
17
8

=Sin مقدار ،( )+tan ( کدام است؟  اند(حاده و 

:حل  

 

 

 

 

 

 

 :که در صورتی مثال( )
4
1

15 =+tan حاصل ،( )− 260Cot کدام است؟ 

:حل  
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  :3حاصل عبارت مثال 4 2 2( Cos x Sinx Cosx)+ ازای به −
12

x


 دام است؟ ک =

 :حل 

 

 

 

 

  :اندازۀ زاویۀ مثالA  در مثلثABC ،45  درجه بیشتر از اندازۀ زاویۀB  2است. حاصلCosASinB SinC−  کدام است؟ 

:حل 

 

 

 

 

 

 

 

  :اندازۀ زاویۀ مثالB  در مثلثABC ،2  برابر اندازۀ زاویۀA  2است. حاصلSinACosB SinC− رد برابر است؟ ام موکد با 

 1 )Sin A− 2 )SinB− 3 )SinB 4 )Sin A 

 :حل 

 

 

 

 

 

 

  :در مثلث مثالABC 3، اگرtan(B C)− 1باشد، حاصل عبارت  = 2
4

Cos(B C)

SinBCosC

−  ست؟ کدام ا +

 1 )1− 2 )1
2

− 3 )tanB 4 )tanC 

 :حل 
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 :خطوط  مثالy x+ = −3 axو  9 y− = yو خط  A، یکدیگر را در نقطۀ 3 x− = قطع  Cو  Bترتیب در نقاط را به 0

، مقدار ABCگذرد، بر نیمساز ناحیۀ اول و سوم واقع باشد، در مثلث ای که از این سه نقطه میکنند. اگر مرکز دایرهمی

tan(B C)−  کدام است؟ 

:حل 
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  :در مربع شکل مقابل مقدار مثالCos سه قسمت مساوی تقسیم شده است.(ع مربع به قدر است؟ )هر ضلچه 

 :حل 
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 :در شکل زیر، مقدار  مثالCos  چقدر است؟  

:حل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :در شکل زیر، مقدار  مثالCot کدام است؟  

:حل 

 

 

 

 

 :در شکل زیر، مقدار  مثالtan  کدام است؟  

:حل 

 

 

 

 



3

11

2

2 2



2 1

1

2 5
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 :   دومتیپ 

:توابع زیر را بیابید . و برد ماکسیمم و مینیمم مثال 

)y sin x cos x= +4 41 
 

 

 

 

)y sin xcos x= + 2 22 1 
 

 

 

 

 

)y cos x sin x= −2 23 3 
 

 

 

 

 

 
sinx

)y x
cosx

 
=  

+

3 5
4

2 31
 

 

 

 

 

 

)y sin x cosx= − +24 5 
 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

25 
 ایزدپناهاستاد  | رتبطهای مابان و پایهحس | مثلثاتجزوه 

 

)y sinx cosx= −5 2 2 2 
 

 

 

)y sinx cosx ,= +   6 0 

 

 

 

 

 

)y sinx cosx= +8 
 

 

 

 

 

)y sinx cosx= +      9  

 

 

 

 

 :فرض کنید برد تابع   مثال
3 32 29 1 1 92 2Cos (x) Cos (x)

f (x)
− −

= a]صورت به − ,b]  باشد. مقدارb a− کدام است؟ 

:حل 



 
 

 

 

26 

 ایزدپناهاستاد  | ۱۴۰۴ استارتورة رید |ای مرتبطهن و پایهحسابا

 

  : :     از مثلثات   کاربردهایی 

 ا: هکسینوس   ی قضیه 

 در هر مثلث داریم:
BC BH HC

ˆˆa c Cos B b Cos C

= +

→ = +
 

 لذا در هر مثلث داریم:
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

ˆa b c bc Cos A

ˆb a c ac Cos B

ˆc b a ab Cos C

= + −

= + −

= + −

 

   ا: هسینوس   یمساحت مثلث و قضیه 

 مساحت مثلث برابر است با: ABCدر مثلث  

1
2ABCS AH BC

AH AB Sin B AC Sin C


=  


=  =  

 

1 1
2 2ABCS AB BC Sin B AC BC Sin C

AB AC
AB Sin B AC Sin C

Sin C Sin B

=    = 

→ = → =

 

1ها و اثباتی مشابه داریم:ه با یکی دیگر از ارتفاعاین رابطوشتن با ن  1 1
2 2 2ABCS ab Sin C ac Sin B bc Sin A= = = 

aپس:     b c

Sin A Sin B Sin C
=  نامند.ها میی سینوسرا قضیه قضیهاین  =

Sز: عبارتست ا ی بین و زاویه bو  aالاضلاعی به اضلاع نتیجه: مساحت متوازی  a b Sin=  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ای در نظر گرفته شده است. محیط این زمین کدام است؟ مثال: زمینی مثلث شکل برای ساخت یک فروشگاه زنجیره 

(30 0 86Cos / 37و  = 0 8Cos / =) 

  :حل 

 

 

 

 

 23صورت زیر است. مساحت این زمین چقدر است؟ )مثال: شکل کلی یک زمین گلف به 0 4Sin /  37و 0 6Sin / ) 

 :حل 

 

A

B C

A

B C
H

c b

B

A C

5a =4c =

b

3037

A

B C
H

A
B

C

12

37
120

x
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 3ی الساقینی رابطهمثال: اگر در مثلث غیر متساوی 3 2
a b c (a b)− =  کدام است؟ Cی ، زاویهبرقرار باشد −

 :حل 
 

 

 

:در مثلث  مثالABC  3با معلوم بودن ضلع 3BC = 60B̂های و زاویه + =   45وĈ = ی ضلع ، اندازهAC  کدام است؟ 

:حل 

 

 

 

 

 

:در مثلث شکل مقابل، طول  مثالBC  53کدام است؟ 0 8(Sin / ) 

:حل 

 

 

 

 
 

 :در شکل زیر، مساحت مثلث  مثالABC  7/برابر 2  کدام است؟  Cاز  Dفاصلۀ  است. 3

:حل 

 

 

 

  :8و  12الاضلاعی ی دو قطر متوازیاندازهمثال  ی بین دو قطر چقدر است؟باشد، زاویه 72است. اگر مساحت آن   3

 :حل 

 

 

 

 

 :برابر  12و  5های در یک مثلث، زاویۀ بین دو ضلع با اندازه مثال  باشد، اختلاف  15است. اگر مساحت این مثلث

 کدام است؟  بیشترین و کمترین مقدار 

:حل 

 

 



A

C

B

10

53
8

2

60

60
C

B

D

A

/4 8
=

=
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  :ی هاشورخورده؟در شکل زیر مساحت ناحیه مثال 

 :حل 

 

 

 

 

:24واحد، برابر  9و  16مساحت مثلثی با دو ضلع  مثال   ن مثلث کدام است؟رگترین ضلع ایواحد مربع است. بز 5

:حل 

 

 

 

 

 

 

  :ضرب طول قطرها است. اگر در یک لوزی، اندازۀ هر ضلع برابر جذر حاصلمثالA  وB  ،دو زاویۀ مجاور لوزی باشند

مقدار مثبت تانژانت 
2

A B
( )

 کدام است؟  −

 :حل 

 

22
30

•
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 ی مثلثاتی و تابع سینوس: ارتباط بین دایره

نقطه در هر لحظه، برابر مقدار  yی مثلثاتی حرکت کند، مقدار وی دایرهای راگر نقطه

واقع تصویر سازد. در ها میxای است که نقطه با مبدأ و محور سینوس زاویه

 ها برابر با سینوس زاویه در هر لحظه است.yروی محور  Mمتحرک 

  پذیرد.ورت میها با تابعی سینوس صyروی محور  M* یعنی حرکت تصویر 

 

 

 

 

 و نمودارشان :    توابع مثلثاتی
 شوند. بسیاری از حرکات متناوب در طبیعت با توابع مثلثاتی بیان می

yتوابع  Cot x , y tanx , y Cosx , y Sinx= = =  صورت زیر است: توابع مثلثاتی نام دارند و دامنه و برد و نمودارشان به =

 الف(

y Sinx= 

1 1

D

R [ , ]

=

= −
 

yهای( تابع * صفر های )ریشه Sinx=  درx k=  دهد. رخ می 

 ب(

y Cosx= 

1 1

D

R [ , ]

=

= −
 

yتابع  رهای* صف Cosx= 2ر د 1
2

x ( k )


=  دهد. رخ می +

 ج(

y tanx= 

2 1
2

D {( k ) | k }

R


= − + 

=

 

y* صفرهای تابع  tanx=  درx k=  دهد. رخ می 

 د(

y Cot x= 

D {k | k }= −   


3
2


1

2
 2

1−

2
 3

2


2


−3
2


−

2
 

2


−
−



3
2


1

2
 2

M

PO H


Sin
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 :   اول تیپ  

  5مثال: اگر
6 6

x
 
  ی تغییرات باشد، محدودهy Sin x= چقدر است؟ 

  :حل 

 

 

 

 

 

 

  مثال: اگر
9 9

x
 

−    ،1باشد
3

2
m

Cos x
−

 ست؟در کدام فاصله ا mباشد، مقادیر  =

  :حل 

 

 

 

 

 

 

  :اگر مثالx
 

−  
5

12 12
mو  

Sin x
−

=
1

2
4

 کدام است؟  mباشد، مجموعۀ مقادیر  

 :حل 

 

 

 

 

  :اگر مثال
4 4

x
 

−    1و
4 2

m
tan( x)

m

 −
− =

+
 کدام است؟  mباشد، مجموعه مقادیر  

 :حل 

 

 

y Sinx=

3030

1
2

1
2

• 1

• 160

1
2

60

1
2
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:شکل مقابل نمودار تابع   مثال
= −

6
f (x) Cos( x) ی است. طول نقطهA کدام است؟ 

:حل 

 

 

 تیپ دوم : 

  :اگر مثال+  0tanx Sinx  و−  0Sinx Cosx ی تغییرات محدودهx ؟ تامسکد 

 :حل 

 

 

 

 

 

 

  :2فقط چهار عدد از بازۀ مثال 2 4( a , )− در دامنۀ تابع  −
2
x

f(x) tan
 

=  
 

 aقرار ندارند. مجموعۀ مقادیر ممکن برای  

 کدام است؟

 :حل 

 

 

 

 

 

 

 

 

  :مجموع اعداد صحیحی که در دامنۀ تابع مثال( ) 24f (x) tan x x x=   قرار دارند، کدام است؟ −

 :حل 

 

x

y

A

•



 
 

 

 

32 

 ایزدپناهاستاد  | ۱۴۰۴ استارتورة رید |ای مرتبطهن و پایهحسابا

 
 توابع متناوب: 

 نامند.کنند، حرکت متناوب میحرکاتی که الگوی خاصی را تکرار می 

fxموجود باشد که برای هر  Tنامند، هرگاه یک عدد حقیقی مثبت مانند را متناوب می fتابع   D :داشته باشیم 

f(x, x T D ) f(x T) f(x)+  + = 
 نامند.وب میتنا یلا را دورهبا خاصیت با Tترین عدد کوچک 

 نکات: 

2Sin(xچون  -1 ) Sinx+  yتابع  = Sinx= 2ی تناوب تابعی متناوب با دوره  .است 

2Cos(xچون  -2 ) Cosx+  yتابع  = Cosx= 2ی تناوب تابعی متناوب با دوره .است 

tan(xچون  -3 ) tanx+  yتابع  = tanx= ی تناوب تابعی متناوب با دوره  .است 

Cot(xچون  -4 ) Cot x+  yتابع  = Cot x= ی تناوب تابعی متناوب با دوره  .است 

 

f(x)توابع  تناوب دوره -5  Cos(ax b), f(x) Sin(ax b)= + = 2برابر  +
T

| a |


 است.  =

f(x)و دوره تناوب توابع   Cot(ax b) , f(x) tan(ax b)= + = Tبرابر  +
| a |


 است. =

yنکته: توابع  ASin(ax b)= yو  + ACos(ax b)= Tی تناوب متناوب با دوره +
a


=

 باشند.می  2

 

2دوره تناوب توابع:  -6  2
f(x) Cos ax , f(x) Sin ax , f(x) | Cosax | , f(x) | Sinax |= = = Tبرابر  =

| a |


 است. =

f(x) دوره تناوب تابع  -7  nx nx= −   وf(x) nx nx= + −         1برابر
T

n
 ست.ا =

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 تیپ اول : 

  :1دورۀ تناوب مثال 2
2

x
f(x) Sin

a
= برابر  −

3
  است. دورۀ تناوبy Cosax=  کدام است؟ 

 :حل 

 

 

 

 

 :32ی تناوب مثبت تابع ترین دورهکوچکمثال
2 2

f (x) Cos(x )Cos x Sin(x )Sinx
 

= + +  برابر کدام است؟ +

:حل 
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 :ی تناوب تابع دورهمثالf(x) tan x Cot x=  −  ی تناوب چند برابر دورهg(x) tan x Cot x=  +  است؟ 

:حل 

 

 

 

 

 :تابع  ی تناوبدورهمثال f(x) tan xCot x= 2  کدام است؟2

:حل 

 

 

 

 

 :ی تناوب تابع اگر دورهمثالy f(x)=،  2ی تناوب تابع دوره باشد، 2برابر 1
3
x

y f( )=  کدام است؟ +

:حل 

 

 

 

 :اگر تابع مثالf 11صورت زیر باشد، حاصل ی تناوب نمودار آن بهو در یک دوره 4ی تناوب متناوب با دوره 10f( ) f( )+ − 

 کدام است؟

:حل 

 

 :حل 

 

 

  :شکل زیر، نمودار تابع مثال= +1y Sinax  است. دورۀ تناوب= 3
x

y Cos( )
a

 کدام است؟  

  

2− 21
1−

1

1−

x

y

11
4

5
2

7
4

3
2

3
4
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 : دوم تیپ 

  :هریک از نمودارهای داده شده مربوط به تابعی با ضابطه مثالf(x) asin(bx) c= f(x)یا  + acos(bx) c= و  aاست . +

b  وc .را به دست آورید 

 :حل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :رو قسمتی از نمودار تابع شکل روبه مثال= +
1

2
2

y Cos mx ی است. مقدار تابع در نقطه
=

16
3

xکدام است؟ ، 

:حل 

 
 

 

شکل زیر، نمودار تابع  :مثالy aSin(bx) c=  ، کدامند؟cو  b، در یک بازۀ تناوب است. مقادیر +

:حل 

 

2
3
4

x

y

(پ)

− 2 − −1
−2
−3

 32 4 5

5

1

6

y

4 x

− 2 −

−1
 2 3 4

1

2
3

4
5
6
7

( فلا)

(ب)

-2 − 5
3

− 4
3

− − 2
3

−

3 −
1
2
− 1

−2

1
2

1

2



3
2

3
 4

3

5
3

2
x

y

x

y

1

6
 5

6


3−

••
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  : شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع مثالf(x) aCosx b= fدهد، مقدار را نشان می + ( )


3
 کدام است؟  

 : حل 

 

 

 

 

 

 

 

:شکل زیر نمودار تابع   مثال
= +

2
y a bCos( x)4ی ، در بازه( ,  کدام است؟ bاست.  (

:حل 

 

 

 

 

  :رو، قسمتی از نمودار تابع شکل روبهمثالy a bCos( x)


= + −
2

xاست. مقدار تابع در  


=
6

 کدام است؟ 

 :حل 

 

 

 
 

 

 

 

  :شکل زیر، نمودار تابع مثال= +1y Sinax  است. دورۀ تناوب= 3
x

y Cos( )
a

 کدام است؟  

 

 

 

 

 

x

y

3


−

5
6

y

x

4

y

x

−7

3

0

x

y

11
4

5
2

7
4

3
2

3
4
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  : شکل زیر نمودار تابع مثال= + 1y aSin(b x)4ی ، در بازه
3

( , a+است.  ( b کدام است؟ 

: حل  

 

 

 

 

 :اگر شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  مثالf (x) a bSin(cx )Cos(cx )
 

= + − −
3 3
4 4

در  fباشد، اختلاف صفرهای تابع  

,بازۀ   0کدام است؟ ، 

:حل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :شکل زیر، نمودار تابع  مثالy aCos (bx ) c


= − +2
4

 کدام است؟  abدار دهد. مقنشان می در یک بازه تناوب را 

:حل 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

−1

••

−2

1



4
9

20

y

x


3

−1
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 :اگر شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  مثال
2

2
3

1
4

b
f(x)

a
tan (cx )

= −


+ −

3باشد، مقدار  
4

f ( )
  کدام است؟ 

:حل 

 

 

 

 تیپ دوم : 

  :رو، قسمتی از نمودار تابع شکل روبهمثالy a bSin(x )


= + +
3

 کدام است؟  bاست.  

 :حل 

 

 

 

 

 

 

 

 

:شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع با ضابطۀ  مثال
3

y a bSin(x )


= +  کدام است؟ aاست. مقدار  +

:حل 

 

 

 

  : 1یشکل روبرو، قسمتی از نمودار تابع با ضابطهمثال
6

y aSin(bx )


= + aاست.  − b+ کدام است؟ 

 : حل 

 

 

 

 
 



−
3
2

3

y

x

y

x

1



1 5/
• •

x

y

3
2

2


9

3

6
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 :شکل زیر، قسمتی از نمودار  مثال
3

y a bCos(cx )


= + b(cدهد. مقدار را نشان می − a)−  کدام است؟ 

:حل 

 

 

 
 

  : شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع مثالf(x) aCos(bx c)= 0bدهد. اگر را نشان می +   0و c    باشد، مقدارac

b
 

 کدام است؟ 

 : حل 

 

 

 تیپ سوم : 

  مثال : شکل زیر نمودار تابعy tan( ax)


= +
2

 کدامست؟ aاست.  

 : حل 

 

 

 

  : شی از نمودار تابعبخمثال 
3

y tan(ax )


=  کدام است؟  ABخط صورت شکل زیر است. طول پارهبه −

 : حل 

 

 

 

 

  : شکل زیر نمودار تابع مثالy tanax=  است، اگر مساحت مثلثABC  8برابر با 3  باشد، مقدارa کدام است؟ 

 : حل 



2

x

5
4

3
40

−
1
4

1
4

y

x

y

BA
• •

•
3−

3

C


−

2
3

4
3

1

y

xAB
• •

x = −1
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 :   معادلات مثلثاتی 
ی کلی حل معادله به این صورت نامند. شیوهمعادلاتی که در آن معادلات، توابع مثلثاتی وجود داشته باشد را معادلات مثلثاتی می 

Sinهای است که پس از محاسبات جبری معادله را به یکی از شکل x Sin=   یاCos x Cos=   یاtan x tan=   یا

Cot x Cot=  .در بیاوریم 

 است:  های کلی به صورت زیردر هر حالت جواب

 

 
2

2

x k
Sin x Sin

x k

=  + 
= → 

=  +  −
 )الف 

 

 

 

2Cos x Cos x k= → = ب( 

 

 

 

 

tan x tan x k= → = + ج( 

 

 

 

 

Cotx Cot x k=  → = + د( 
  

  

  ها( ها( xxند یا نقاط تلاقی با محور ند یا نقاط تلاقی با محور ا ا ا مضاعف ا مضاعف ههمعادلات مثلثاتی در حالات خاص: )در حالاتی که ریشه معادلات مثلثاتی در حالات خاص: )در حالاتی که ریشه 

1 2
2

0

1 2
2

Sin x x k

Sin x x k

Sin x x k


=  =  +


=  = 

 
 = −  =  −


 

0 2 1
2

1 2

1 2 1

Cos x x ( k )

Cos x x k

Cos x x ( k )


=  = +


=  = 


 = −  = + 


 

0

0 2 1
2

tan x x k

Cot x x ( k )

=  = 



=  = +



 

−

Sin Sin( ) = −


−

Cos Cos( ) = −


+

tan tan( ) = +


+

Cot Cot( ) = +

− 2+
 2+−

− 2− 2+
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:معادلات زیر را حل کنید: مثال 
22 1tanx Cos x =

  

 

 

 

 

 
3 4
2 3

(Sinx tanx)tan( x) Cos
 

− − =  

 
 
 
 
 
 
 
 

2 3
3

tan x Cot x− =  

 

 
 
 
 
 

2 1tan x. tan x =  
 
 
 
 
 
 
 

2 2 0Sin x Cos x+ =  
 
 

 

 



 
 

 

 

۴۱ 
 ایزدپناهاستاد  | رتبطهای مابان و پایهحس | مثلثاتجزوه 

 

3 2Sin x Sin x=  
 

 

 

 

2Cos x Cos x=  
 

 

 

 

4 4
3

tan x Cot ( x )


= +  

 

 

 

 

 

2Sin x tan x= 
 

 

 

 

 

 

1Sin x Cos x+ =  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 1
4

Sin x Cos x
+ =  
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2 1 0Cos x Cos x− + =  
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

2 1
2

Sinx Cosx Cos x= −  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 3tan x tan x tan x+ =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 2 1tan x Cos x− =  
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1 2 3 2Sin x (Sinx Cosx)+ = + −  
 

 

 

 

 

 

 

1
4 4 2

Sin(x )Cos(x )
 

+ − =  

 

 

 

 

 

 

 

3 2tanx Cot x− = 
 

 

 

 

 

 

 

 

2 3 2 0
2

Cos x Sin( x)


+ + + =  
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2 2 4Cos x Cot x( Sinx tanx)= +
  

 

 

 

 

 

 

 
2 23 2 3Sin x Cos x Sinx Cosx+ + =    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

22 2 1Cos x SinxCosx+ =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 2 3
2

Sin x Cos x Sin( x)


− = +  
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23
2

Sin x
Cos x

Sinx
=

 

 

 

 

 

 

 

 

1
3 3 2

Cos(x )Cos(x )
 

+ − = −
 

 

 

 

 

 

 

 

2
6 3

Sin(x ) Cos(x ) Cos x
 

+ + + =
 

 

 

 

 

 

 

3 1tan( x)tan(x) = 

 

 

 

 

1
3

1
tan x

tan x
tan x

−
=

+
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 :در بازۀ  ه های زیرهای معادلتعداد جوابمثال,   0  کدام است؟ 2

Sin(x )Cos(x )
 

+ − = 1
6 3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sin(x )Cos(x )
 

+ − = 1
4 4

 

 

 

 

 

 

 

 

28 1Cosx tan x− =  

 

 

 

 

 

 

 

2 0
4 4

Cos( x ) Cos(x )
 

− + + =  
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2 21 1
2 2

SinxCos x Sin x Cos x+ =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

− =22 4 0Sin x Sin xCosx  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2
4 4

Sin( x ) Cos(x )
 

− = +  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 3 3 1Sin( x)Cos( x) =  
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2 1 0
2

Sin( x)Cos( x) Sin( x)


 + + −  − + =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 2 SinxCosx Sinx Cosx= +  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3 2Sinx Cosx+ =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4 44Sin x Sin x Cos x= −  
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3

3 3 3
2

Cos xSin( x) Sin xCos( x) Cos


 − −  + =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sin x Cos x Sin x+ = −3 3 1
1 2

2  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sin x Cos x+ =4 4 1
2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sin(x)Cos( x) Sin(x)+ =2 2 1  
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Cos( x)Cos( x) Cos ( )
  
+ − = 217 3

8 8 3  

 
 
 
 
 
 
 

( ) ( ) ( )Cos( ) Cos( ) Cos( )+  +  +  =
1

1 2 1 4 1 8
8

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sin (x) Cos( x)+ = −25 2 3 2  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Cos (x) Sin (x)Cos( x)
2 2 3 1− =  

 
 
 
 
 
 



 
 

 

 

5۱ 
 ایزدپناهاستاد  | رتبطهای مابان و پایهحس | مثلثاتجزوه 

 

 م : دو تیپ 

 :واحد مربع است. چند مثلث با این ویِژگیها می توان ساخت ؟ 72واحد، برابر  9و  16مثلثی با دو ضلع  مساحتمثال 

:حل 

 

 

 

:2ی های جواب معادلهنقاط انتهایی کمان مثال 2Cos xSinx Cos x= باشند؟ ی مثلثاتی رئوس چه شکلی میروی یک دایره 

:حل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :یهای معادلهنقاط پایانی کمان جوابمثالsin xcos x
cos x

cos x
= +

−
1

1
  ای کدام چندضلعی است؟هی مثلثاتی رأسی دایرهبر رو 

:حل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :های معادلۀ کمترین فاصله بین دو مقدار از جواب مثالCos x Sin x

Sin x Cos x

+
=

+

1
1

 کدام است؟  

:حل 
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 :3در معادلۀ مثلثاتی  مثال 3 2 1
6

Sinx Cos x mSin( x )


− + + 1اگر  =
6 3

Sin(x )


−  کدام است؟  mار باشد، مقد =

:حل 

 

 

 

 

 

 

 

 :های معادلۀ اگر اختلاف جواب مثال
x x

Sin( ) Cos( )

+ =
 +  +

1 1
0

4 8
2 2

,در بازۀ    0  برابر  باشد، مقدارtan( )2 

 کدام است؟ 

:حل 

 

 

 

 

 

 

 

 

  :شکل مقابل نمودار تابع مثال
= −

6
f (x) Cos( x) ی است. طول نقطهA  است؟کدام 

 :حل 
 

 
x

y

A
•
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 :3نمودار تابع مثال 2
4

y Sin( x)


= 3ی ، روی بازه−
2

,
 

− 
 

 کند؟ها را قطع میxدر چند نقطه محور  

:حل 

 

 

 

 

 

 : 2تابع  مثال
3 4

f (x) Cos( x )
 

= −  ای با کدام طول دارای بیشترین مقدار است؟در نقطه −

 : حل 

 

 

 

 

 

 

:1ی معادله مثال 1 1
0

2 3 4
(Sinx )(Sinx )(Sinx )− + − ]2ی در بازه = , ]   دارای چند ریشه است؟ 

حل: 


